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A mi Lady



A cadifersa



Desde mis ojos insomnes

mi muerte me esta acechando,

me acecha, si, me enamora

con su ojo languido.

jAnda, putilla del rubor helado,

anda, vAmonos al diablo!
(fragmento)

Muerte si fin
José Gorostiza

...y cuando al fin llegé a la puerta
de aquel hostal que se encontraba
a la orilla del camino,

no pudo evitar recordar

aquella fria mafiana de otofio
diecinueve afios atras,

cuando cruzé esa misma puerta
s6lo para preguntar

si ese era el camino que conducia

a las cuevas de Altamira...
(fragmento)

Novela An6nima
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Introduccion

Este libro tiene como propdsito principal trazar la historia de los Elementos
de Euclides, una obra que con justicia puede ser considerada la mas impor-
tante que se ha escrito en la geometria y probablemente en toda la matematica.
Debemos aclarar ahora, aunque eso tendra que hacerse a lo largo de toda esta
obra, qué entendemos por la historia de un texto y la historia de una disciplina.
Si una tarea de la historia de las matematicas es la de contribuir al esclareci-
miento de su origen, lo es también el esclarecimiento de la naturaleza misma de
los conceptos matematicos, preguntarse por el origen de una teoria matematica
es preguntarse por el origen de sus conceptos, y esta pregunta conlleva otra
relacionada con los conceptos mismos. Preguntar por la historia o por el ori-
gen de la geometria es al mismo tiempo preguntar qué es la geometria misma.
Creemos que la idea central en torno de estas preguntas esta a su vez vinculada
con la idea que asegura que, en estricto sentido, las matematicas no tienen his-
toria, puesto que no existe en ellas un pasado y tampoco existe una teoria que
podamos o debamos considerar como caduca o perimida. No parece posible
hablar de una teoria matematica cultivada en la antigiiedad que hoy conside-
remos como erréonea, una teoria que pudo haber respondido a viejas ideas, vie-
jos modelos o visiones del mundo, las que, al tornarse caducas, han hecho lo
mismo con esas teorias matematicas en cuyo seno surgieron.

Si bien toda teoria matemadtica es actual, los métodos o procedimien-
tos para presentarla e incorporarla a un marco que pudiésemos considerar
moderno han evolucionado, dando asi muestra de una cualidad proteica de las
teorias matematicas, la cual no sélo se presenta como un sello distintivo, ya que
puede también servir como guia para comprender el mecanismo de su pro-
pia historia, de esa historia cuyo sentido debemos dirimir, si es que se trata de
una historia. Al aclarar el papel de la geometria frente a su historia, puesto que
nada en ella es realmente pasado, podemos decir que ella vive plenamente en
su historia; si toda historia exige un cierto distanciamiento, condicién que se
asume como necesaria para poder elaborar un juicio acerca de cuanto se debe
ala historia, nos encontramos que dicho distanciamiento no es tal en la geome-
tria, ella vive a través de su historia y ella es su propia historia.

Podemos subrayar algunos mecanismos que dan cuenta del doble caracter
de esta historia, de los elementos que constituyen su temporalidad y, al mismo
tiempo, su expansion y difusion. Esta historia que se despliega en su propio seno
y que se revela en su estructura, no representa su negacion sino su confirmacion.

Sabemos bien que esta relacion de la geometria y de las matematicas con
su historia contrasta con la posicién de quienes sostienen que lo que da cuenta
de ellas, de lo que son y por lo que son, es fundamentalmente su estructura,



2 Ensayos sobre Euclides. La geometria de la congruencia

ya sea una estructura logico-deductiva o una estructura que da cuenta orga-
nica del modo en el que las distintas teorias de vinculan y se interrelacionan.
No pretendemos negar estas visiones, mas bien reclamaremos que en ellas y
a través de ellas se pone de manifiesto la historia que vive en las matematicas.

La obra que analizaremos en esta perspectiva, una obra que ha llegado a
nosotros con el simple titulo de Elementos (£toixela), no serd tomada como
pretexto para una nueva reedicion de este debate, y tampoco para revivir otro
debate que se refiere al modo especifico de llevar a cabo un anadlisis histérico,
puesto que no se debe olvidar que toda teoria cientifica, y la geometria no ten-
dria por qué faltar a ello, y toda imagen del mundo son un reflejo claro de la
época en la que surgieron. Ello obligaria a reconocer que, si bien la geometria
euclidiana proviene de un horizonte histérico particular, puede y debe con-
templarse en otro mucho mas amplio, cuya historia incluye no inicamente su
génesis, sino también su difusion, su expansion, y su asentamiento como una
de las obras mas importantes de las matematicas. Se trata de una obra escrita
y concebida hacia el siglo 111 a.C., 1a que desde esa época comienza a transmi-
tirse y difundirse; la historia de este origen y su difusién no son ajenas al hecho
de que sobre dicha obra sigue viva la discusién acerca de cudl es, o cual pudo
haber sido, la version original. En esta perspectiva es un gran reto comprender
en toda su extensién el cambio conceptual que tuvo lugar en las matematicas
a lo largo de varios siglos, para dar cuenta posteriormente de sus transfor-
maciones a partir del siglo viil y hasta el siglo XI, y posteriormente retomar
los cambios que fueron introducidos para su difusién cuando aparecié la
imprenta hacia fines del siglo Xxv, dejando de lado con ello la difusién de versio-
nes manuscritas y dando paso a las versiones impresas. Ello desde luego obliga
a considerar también el publico al que dicha obra ha sido dirigida, no sélo por
su primer autor sino por sus muy diversos editores, traductores y compiladores.

Si bien consideramos importante este enfoque que nos obliga a tomar en
cuenta cada uno de estos horizontes histdricos y culturales que apenas hemos
mencionado, sugerimos concentrarnos en una reflexiéon conceptual que se
refiere al debate sobre la naturaleza de la geometria plana en la perspectiva
que el mismo texto nos refiere. No hay duda de que en este caso confluyen
distintos elementos que dificilmente pueden separarse por completo: se trata
de revisar de manera somera la historia de la geometria no sélo en lo que se
refiere a su origen como unanueva teoria, ola de unanueva manera de entender
la estructura de una disciplina deductiva, lo que hace parcialmente posi-
ble también el advenimiento de un nuevo aparato formal para dar cabida en
su seno a la geometria cldsica. Al momento de buscar el enfoque conceptual
en la historia de la geometria, tomando como pretexto la obra de Euclides,
consideramos que es posible acceder a través de éste a un mecanismo mas, a
un mecanismo privilegiado, para la comprensién de la matematica misma.



Introduccién 3

Con esta perspectiva que permite un tejido mas fino en el marco gene-
ral que habiamos delineado, nos proponemos recrear un contexto historico y
epistemoldgico que busca explicar las condiciones de los sucesivos cambios con-
ceptuales, mismos que desde luego abonan en la cada vez mayor comprension
de lo que se busca conocer, y que también permite dar cuenta del encadena-
miento conceptual mismo, planteado en su desarrollo histérico. De este modo
lograremos hacer ver que la historia deviene un instrumento de la comprensiéon
matematica.

En esta perspectiva queremos que la historia devenga presente, como un
medio de dar cuenta del presente de la geometria, ya que el horizonte concep-
tual que Euclides concibié para su desarrollo sigue siendo el horizonte en el
cual se comprende dicha disciplina. Es claro que desde la perspectiva que per-
mite abrir el horizonte histérico que planteamos, se desprende la necesidad de
replantear la pregunta por el origen de las matematicas y aproximarnos asi a
las variantes que se han desplegado en momentos distintos. Podemos intentar
asi una aproximacion al problema del origen de la geometria como disciplina
deductiva, si bien en el presente volumen s6lo nos ocuparemos de la geometria
plana, y de hecho de un aspecto de ella, para continuar en otros volimenes con
la geometria basada en la teoria de proporciones, la aritmética y la geometria
sélida. Con ello sera posible presentar un panorama completo del contenido
de los Elementos, pero debemos aclarar que nuestro trabajo busca dar cuenta,
en cada caso, de los teoremas que consideramos fundamentales y que en cada
caso desempefian un papel que puede ser teleoldgico o articulador, pero son
los que dan cuenta del sentido de la geometria que se despliega.

No se trata entonces de enunciar y comentar todas las proposiciones de las
que se ocupan los primeros dos libros de los Elementos, ni tampoco nos limita-
remos a dar cuenta, en los casos pertinentes, del origen de estos enunciados;
mas bien trataremos de mostrar cémo detras de ellos, y en consonancia con el
vinculo deductivo que hace que unas se desprendan de otras, se teje el sentido
y el propdsito que a nuestro juicio animé al autor euclidiano a llevar a cabo
la escritura de esta obra. Estamos seguros de que, sin minimizar las diferen-
cias existentes entre las distintas ediciones de los Elementos a lo largo de casi
veinte siglos y sin dejar de sefialar las variantes, las interpolaciones y afiadidos
alos que esta sujeta una obra tantas veces traducida, comentada y actualizada,
el sentido al que nos referimos no ha dejado de estar presente en la articula-
cion que su autor buscé imprimirle a su obra. Ya sea que hablemos de las ver-
siones que presumiblemente se encuentran libres de las interpolaciones que
marcaron las ediciones que siguieron el camino que inaugur6 Te6n de Alejan-
dria, o bien aquellas que varios siglos después comenzaron a ser consideradas
como comentarios y recensiones, o aun aquellas que a fines del siglo xvi por-
taban un ciimulo de teoremas, enunciados y comentarios nuevos, incluyendo
variantes en el contenido del marco axiomatico basico, dejando con ello en
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claro la mano de quien las preparo, creemos que el sentido marcado por lo teo-
remas fundamentales que iremos comentando, y que marcan el camino y el
contenido de la geometria plana de la congruencia, sigue la ruta marcada por
la versién original y ninguna edicién ulterior, pese a los afiadidos que hemos
mencionado, ha dejado de lado.

Euclides es sin duda heredero de una tradicidn en la practica de la geome-
tria plana, es sin duda coautor de un nuevo modo de tejer la relacion entre las
distintas proposiciones geométricas que le otorgan a esta disciplina el carac-
ter deductivo que la hace distintiva. Pero es sin duda quien encuentra el modo
de articular a las proposiciones de la geometria plana para dar cuenta de dos
modalidades claramente distinas, de las cuales una se despliega a través de la
teoria de proporciones, de reciente reformulacién y consolidacion en su época,
y la otra que le antecede y que se sabe independiente de ésta. Esta diferencia
permite concebir dos grupos de enunciados fundamentales sobre los cuales
cada una de ellas se despliega y que proporciona un nuevo perfil de la geome-
tria en tanto que ciencia deductiva. La novedad eculidiana se encuentra, desde
luego, en el marco axiomatico sobre el cual descansa este cardcter deductivo
de la geometria, pero sobre todo se encuentra en esta diferencia que hemos se-
fialado, lo que obliga a perfilar para cada una de estas dos geometrias, las que
hemos denominado la geometria de la congruencia y la geometria de la seme-
janza, las proposiciones que marcan su derrotero principal. Es de este modo
que se organiza una disciplina que sabe y toma conciencia de las preguntas y
problemas que orientan su camino, y las que guian el orden de las respuestas
que se van tejiendo paso a paso. Con la obra de Euclides es posible dar respu-
esta a la pregunta de cudl es el sentido de la geometria.

Es una caracterizacion errénea, y en realidad es un engafio, asegurar que la
geometria plana euclidiana se dedica al estudio de las figuras geométricas pla-
nas, ya que, como lo veremos, en los primeros dos libros de los Elementos sélo
se despliega el estudio de algunas relaciones entre los lados y los angulos de los
triangulos, para pasar posteriormente al estudio de las relaciones similares en
el caso de los paralelogramos y los rectangulos. El circulo, como figura geomé-
trica plana, es en estos primeros dos libros tan sélo una figura auxiliar, una
figura clave para llevar a cabo las construcciones geométricas requeridas para
las demostraciones, pero una figura auxiliar, a fin de cuentas. De entre estos
teoremas relacionados con los tridngulos y las magnitudes que los determinan,
destacaran seis de ellos, y veremos como un objetivo primordial de Euclides
es desplegar con detalle el encadenamiento y la prueba de estas proposiciones;
es para ellas que se enuncian y prueban los teoremas de congruencia de trian-
gulos, es a través de ellas que dichos teoremas despliegan su papel fundamental.

Sabemos que una de las caracteristicas centrales del texto de Euclides es la
de conjuntar dos teorias cuya relacion es oscilante y desigual: por un lado, una
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teoria que se ocupa de las magnitudes continuas y otra que se refiere a las mag-
nitudes discretas. Pero este aspecto aparentemente complementario entre la
geometria y la aritmética parece romperse al momento en el que se vislumbra
el sustrato (axiomatico) sobre el que se apoyan ambas teorias. El inico soporte
comun para la geometria y la aritmética lo constituyen las Nociones Comu-
nes (xowat €évvolat) que aseguran que en cualquier dominio de magnitudes es
posible realizar operaciones de anexar o remover, poner o quitar, magnitu-
des a una magnitud ya considerada. Si bien estas nociones comunes asumen de
manera implicita la realizacion de dichas operaciones de adicién y sustraccion,
en lo que son explicitas es en la afirmacién de la permanencia de la igualdad
bajo estas operaciones, cuando iguales se afiaden o quitan a iguales. De este
modo, lo que por dichas operaciones se habra de entender estara sujeto en la
geometria a lo que las construcciones geométricas permitiran llevar a cabo;
prolongar una linea dada de modo que se pueda garantizar que dicha extension
tiene una magnitud igual a otra linea, podra ser considerado de manera legi-
tima como el significado preciso de la adicién de lineas rectas. De acuerdo con
ello es posible decir que no habra ningtin marco formal que permita desarrollar
las operaciones entre magnitudes geométricas que sea independiente de las
construcciones geométricas y de las relaciones que los teoremas geométricos
fundamentales permiten concluir. Es por ello que la geometria no puede acep-
tar que las operaciones entre magnitudes sean el resultado de una definicién,
por lo que requieren de la presencia, junto con las nociones comunes, de otro
grupo de enunciados, los postulados o demandas constructivas (aitrpota).
Sélo a partir de dichas demandas se pueden llevar a cabo las construcciones
(geométricas) a través de las cuales dichas operaciones, anunciadas por las
nociones comunes, cobran sentido. Si la geometria tiene este propésito espe-
cifico, ello da cuenta de que el marco axiomatico completo propuesto por
Euclides fue concebido para justificarlo y hacerlo posible.

Pero si las nociones comunes contemplan las operaciones de adiciéon y
sustraccion en la perspectiva que hemos sefialado, las operaciones de multipli-
cacidn y division entre lineas rectas obligard al autor de los Elementos a recorrer
un camino mucho mas sinuoso; en su momento veremos cdmo es que, sin hacer
mencidon explicita de ella, esta operacion subyace a lo que geométricamente es
posible asegurar, hacer y construir en la geometria de los paralelogramos y los
rectangulos de la cual se dara cuenta en el Libro 11 de los Elementos.

De este modo la obra que presentamos tiene como objetivo analizar un texto,
una obra escrita, dar cuenta de su genealogia, pero sobre todo de su contenido y
del significado que adquiere esta disciplina y del camino que ha seguido su trans-
mision. En este primer volumen nos dedicaremos, en la perspectiva que hemos
sefialado, al contenido de la geometria plana de las figuras rectilineas; a ello segui-
ran, en volimenes posteriores, el andlisis de la geometria del circulo; el analisis
del origen y desarrollo de la teoria de proporciones, el estudio de las magnitu-
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des conmensurables e inconmensurables y el de la geometria de la semejanza de
figuras planas rectilineas; el estudio de la aritmética y finalmente el estudio de la
geometria solida. Sabemos que con ello se completa el objetivo que presumible-
mente se planted su autor al concebir y redactar los Elementos, sabemos también
que con ello quedd relegado a un segundo plano el estudio y tratado de las curvas
mecanicas, y al mismo tiempo quedé delineado como un objetivo futuro, aunque
sin haber sido mencionado, el estudio de las secciones conicas.

Es por ello que el contenido de este presente volumen ha sido dividido en
tres partes, que incluyen un estudio de la historia del texto del cual nos ocupa-
mos, el estudio del marco axiomatico que subyace a la geometria de las figuras
rectilineas, y de la que se desprende el estudio de las propiedades del trian-
gulo como la figura rectilinea mas simple. Este estudio supone, con relacién al
marco axiomatico que presenta Euclides, todas aquellas propiedades que son
independientes del dltimo postulado y el de todas las propiedades que depen-
den de él. Ello nos permitird hacer ver todo el peso histdrico, epistemolégico
y légico que conlleva la introduccién de dicho postulado, concebido con razén
como una de las mayores aportaciones del autor de los Elementos. La tercera
parte de este volumen estara dedicada al estudio de los cuadrilateros y, en par-
ticular, de los cuadrados como figuras planas rectilineas, estudio en el cual se
destaca el hecho de que todo lo que Euclides prueba acerca de esta figura, las
posibles formas de componerlo y descomponerlo dependen también de dicho
postulado.

Decir pues que este volumen trata de la geometria plana contenida en los
dos primeros libros de los Elementos, es decir muy poco, pero es también es
decirlo todo, pues a partir de esta obra cobra pleno sentido esta disciplina que
llamamos geometria.
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