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RESUMEN

Esta secuencia de actividades es una propuesta para presentar, a estudiantes de bachille-
rato, a uno de los nimeros mas notables en matematicas, el nimero e. El objetivo es que
el alumno visualice como el nimero e aparece en un problema de interés comun para
el ser humano (el dinero).

Sin menoscabar la importancia del numero e, la presentaciéon de este numero es un
magnifico pretexto para transitar entre diversos temas que se estudian en el bachillerato,
es decir el estudio del nimero e nos permite contextualizar dichos temas. De hecho, esta
secuencia pretende conectar suavemente dos temas Teorema del Binomio de Newton
y Sucesiones, la via de conexion entre estos temas es una serie de problemas de Interés
Compuesto. Posteriormente se hara el transito entre Sucesiones y Series. En este transito
aparecera el tema de Funciones, en particular grdfica, dominio y limite de funciones.

La secuencia esta pensada para llevarse a cabo con alumnos del drea 1, del altimo nivel
de bachillerato. Y de manera mas especifica para aquellos que cursan las materias de
Calculo Diferencial e Integral, y Temas Selectos de Matemadticas.

Esta secuencia se desarrolla bajo el supuesto de contar con aulas provistas con las nuevas
tecnologias como proyector y computadoras (se usara el software GeoGebra). También
se presupone que los alumnos dispondran, fuera del salon, de clase de una computado-
ra. Si en el momento de desarrollar esta secuencia este supuesto no es valido, se tendran
que hacer las modificaciones pertinentes.

Ademas de la secuencia de actividades propiamente dicha, recomendaciones al profesor
de como presentarla y material dirigido a los estudiantes, se anexa un apéndice dirigido
exclusivamente al profesor en la que se demuestran de manera rigurosa algunas propie-
dades relacionadas con el nimero e.
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I. INTRODUCCION

Esta secuencia de actividades es una propuesta para presentar a uno de los nimeros mds
notables en matematicas, el nimero e.

Los objetivos de esta secuencia son que el alumno:
o visualice como el nimero e aparece en un problema de interés comun para el ser
humano (el dinero);
o visualice como diversos temas en matematicas se entrelazan;
« transite por diversos temas en matematicas, mediante un hilo conductor y
o aplique conocimientos estudiados previamente.

Conceptos matematicos involucrados
o Interés simple e Interés compuesto
o Teorema del Binomio
e Sucesiones
e Limites
e Funciones
o Series

Procedimientos involucrados
e Manipulacién aritmética y algebraica.
e Uso de software GeoGebra.

Recursos materiales
 Hojas blancas y cuadriculadas y lapices o boligrafos de colores.
« Pizarrén y gises o plumones de colores.
o Computadora o tableta.
o Pizarrén blanco y caion.
o Celular o tableta.
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Programas del Bachillerato de la UNAM involucrados.
o Calculo I, CCH. (Quinto semestre)
« Matemadticas VI (dreas 1y 2), ENP. (Sexto afio)
o Matematicas VI (area 3), ENP. (Sexto afo)
o Temas Selectos de Matematicas, ENP. (Sexto afo)

De hecho, esta secuencia pretende conectar dos temas que aparecen en los cursos de
matematicas de sexto afo: Teorema del Binomio de Newton (Temas Selectos de Matema-
ticas, ENP) y Sucesiones (Matematicas VI, ENP o Calculo I, CCH).

Sucesiones

Teorema del Binomio

Y se pretende conectarlos suavemente

Sucesiones

Teorema del Binomio
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La via de conexion entre estos temas es una serie de problemas de interés compuesto.

Sucesiones

compuesto

Interés

Teorema del Binomio

Se presentan en total doce actividades, en la primera actividad se plantea un problema
de Interés Simple, en las actividades 2 y 3 se presenta un problema de Interés Compuesto,
en donde se hace patente la diferencia entre interés simple e interés compuesto, y en
cuya solucién interviene la Férmula del Binomio de Newton, en las siguientes cuatro
actividades se trabaja con problemas de Interés Compuesto y el objetivo es dar pie a un
proceso infinito, en cuyo limite surge el numero e. En las actividades 8 y 9 se presentan
otros limites cldsicos, cuyo valor es e. En la actividad 10 aparece el nimero e, ahora
como una serie. En la actividad 11 se establece un resumen de los resultados obtenidos.
Finalmente, en la actividad 12 los alumnos platicaran de manera informal sobre apli-
caciones del nimero e, con el objetivo tanto de reafirmar la importancia del nimero e
desde otros enfoques, asi como el de vislumbrar nuevas lineas de trabajo.

El tiempo estimado para desarrollar la secuencia es de 14 clases de 50 minutos, o bien
12 clases de una hora.

Ademas, presento un apéndice dirigido al profesor. Con el objeto de reflexionar en la
parte teorica del tema.

En cuanto a la estructura de esta secuencia, estain enmarcadas (marco doble) con color
azul el material dirigido a los alumnos, de tal manera que sea distinguible de la descrip-
cién de actividades, las sugerencias y los comentarios dirigidos al profesor. Considero
pertinente hacer algunas recomendaciones para el profesor en el momento de describir
una actividad en particular y no hasta el final de la secuencia.

Rocio Vite
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Il. ACTIVIDADES

Actividad 1: El objetivo de esta actividad es introducir al alumno en el tema de inver-
sion de un capital, con el caso mas sencillo, interés simple.

Tiempo: 30 minutos.

Actividad 1 Tema Descripcion Tiempo estimado
en minutos
1.1 Interés simple | ¢ Convencién 20
0 Cuestionario individual 10
0 Conclusion

1.1 Se les presenta a los alumnos el siguiente cuestionario. Se pide resolverlo individual-
mente. La razén por la cual la actividad es individual es que el alumno lea con deteni-
miento el problema, a su ritmo y sin interrupciones para comprenderlo.

Tiempo: 20 minutos.

Convencion: Se les informara a los alumnos que en esta secuencia de actividades, por
comodidad, supondremos que los afios constan de 360 dias.
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Cuestionario 1.1. (Aula)

El Banco BPLE te ofrece el 0.1% de interés simple si inviertes tu dinero a plazo
fijo de un mes. Supon que tu inviertes $1,000,000.00.

(1.1.a) ;Qué intereses generara tu dinero al cabo de un mes?

(1.1.b) ;Cuanto dinero tendras al cabo de un mes?

(1.1.c) Si regresas al banco en dos meses, scuanto dinero disponible tendras?

(1.1.d) Si regresas al banco después de tres meses, ;cuanto dinero tendras
disponible?

(1.1.e) Si saliste de viaje y regresas al banco después de seis meses, ;cuanto dinero
se habra acumulado?

(1.1.f) Si el viaje dura un afo, jcuanto dinero disponible tendras a tu regreso?

Para el alumno
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Después de que los alumnos entreguen su cuestionario se les pedira que ellos resuelvan

los problemas en el pizarron.

Tiempo: 10 minutos.

Actividad 2: En esta actividad se trabajara con problemas de interés compuesto, en
cuya solucion se usara la Férmula del Binomio de Newton.

Tiempo: 130 minutos.

Actividad Tema Descripcion Tiempo estimado
2 en minutos
2.1 Interés 0 Cuestionario individual. 20
compuesto 0 Discusion. 20
2.2 Interés 0 Tabla de captura e inferencia. Escrita 20
compuesto en forma conveniente por el Profesor.
2.3 Interés 0 Cuestionario. Trabajo en equipos de 15
compuesto tres alumnos.
0 Discusion. 10
24 Interés 0 Solucién simplificada usando la 10
compuesto formula del binomio de Newton.
0 Dos casos. 15
2.5 Interés 0 Aproximacion de soluciéon 20
compuesto simplificada. Un caso.

2.1. Se les presenta a los alumnos el siguiente cuestionario. Se pide resolverlo individual-

mente.

Tiempo: 20 minutos.
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Cuestionario 2.1 (aula)

El Banco BCOM ofrece el 0.1% de interés compuesto mensual. Supon que ta
inviertes $1,000,000.00.

(2.1.a) ;Qué intereses generara tu dinero al cabo de un mes?

(2.1.b) ;Cuanto dinero tendras al cabo de un mes?

(2.1.c) Si regresas al banco en dos meses, scuanto dinero disponible tendras?

(2.1.d) Si regresas al banco después de tres meses, ;cuanto dinero tendras
disponible?

(2.1.e) Si saliste de viaje durante seis meses, scuanto dinero se habra acumulado
a tu regreso?

(2.1.f) Si el viaje dura un afo, jcuanto dinero disponible tendras a tu regreso?

Para el alumno
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Después de que los alumnos entreguen su cuestionario se discutiran los problemas en
el grupo, se contrastara con el cuestionario anterior, y los alumnos resolveran algunas
preguntas en el pizarron, las que ellos hayan alcanzado a resolver.

Tiempo: 20 minutos (en este caso el tiempo puede variar mucho en funcién de lo que los alumnos
hayan logrado).

2.2 Con relacidn al cuestionario anterior, sabemos que los alumnos lo habran entendido
e incluso resuelto, sin embargo, eso no sera suficiente para lograr el objetivo de esta
secuencia, se necesita que ellos reconozcan patrones, por este motivo, el profesor debe
redactarlo en el pizarrén, haciendo notar que esta haciendo lo mismo que los alumnos
(ensalzando el trabajo de éstos*) sélo que ¢l lo escribira de una forma especial, con la
finalidad de dar paso a una generalizacion. El profesor escribira la tabla 2.2.

Tiempo: 20 minutos.

*Un ejemplo: A un alumno se le pide calcular el 0.1 % de 1000

El alumno sélo escribe: 1.

El profesor pregunta: ;Por qué uno?

Y el alumno contesta: Porque mil entre mil es uno.

El alumno entendi6 y resolvié perfectamente el ejercicio. Sin embargo, su argumento no es claro,

en especial para otro alumno que no pudo contestar la pregunta, y tampoco es ttil para los fines
que perseguimos.
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Tabla 2.2 En esta tabla se describe el dinero acumulado
si no hay ningun retiro hasta el mes correspondiente.

Dinero acumulado (en pesos)

nm=

10¢

o

1064 2 qs = (1 +£) 106 = 106(1 +ﬂ)
100 100 100

106(1+ 0'1)+E106(1+E) = (1+£) 106(1 +E) = 10° (1+£)2
2 100/ ' 100 100/ 100 100/ 100

6 0.1\3
3 | Desarrollar y obtener 10 (1"'&)

15
15 | Inferir: 105 (1 +%)

0.1\K
k Inferir 10 (1 —)
nferir + 100

Los alumnos deduciran cuanto dinero habra en 3 meses, inferiran cuanto dinero dispo-
nible habrd en 15y en k meses, y completaran los renglones correspondientes de la tabla.

2.3 Presentar a los alumnos el siguiente cuestionario para que lo resuelvan en equipos
de tres estudiantes.

El objetivo de esta actividad es que el alumno, use el Teorema del Binomio. El no puede

12
contestarle a su amigo que en un afo tendra 1000000 (1 + %) pesos.

Tiempo: 15 minutos.
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Cuestionario 2.3

Si una persona a quien ti estimas, que no ha ido a la escuela, te pide ayuda. Fl
gand un millon de pesos en la loteria y quiere saber cuanto tendra si invierte su
dinero en el banco BCOM. El estara dispuesto a no tocar su dinero en el tiempo
senalado, ;qué le responderias?

(2.3.a) Un mes

(2.3.b) Dos meses

(2.3.¢) Seis meses

(2.3.d) Un aio

(2.3.e) Dos aiios

Para el alumno

SUMEM=-UNAM | MODELACION, RESOLUCION DE PROBLEMAS Y DISENO DE ACTIVIDADES PARA LA CLASE DE MATEMATICAS 1



UN NUMERO DE GRAN INTERES ROCIO VITE | ENP

Después de que los alumnos entreguen su cuestionario, tendra lugar la discusion en el
curso. Se observara que algunas de las respuestas, ya las habian dado en el cuestionario
anterior.

Tiempo: 10 minutos.

2.4 El Profesor guiara a los alumnos para resolver, usando la férmula del binomio de
Newton, las preguntas (2.3.b) y (2.3.c).

Tiempo: 10 minutos y 15 minutos.

Solucién de (2.3.¢):
(H—ﬁ) Z(e—:)m (100) Z(s—:)r:l(looo) Z(s—:)lzroi=
6 1 6 1 6 1 6 1 6! 1 6 1 6 1

6!0!103@ * 51111031 * 4121103 * 31311033 + 2141103@ N 1151 103®) + 016!10°®

11 +6 1 56 1 4561 56 1 61 .11 _

110° ' 110° © 2 10 ' 2(3) 10° 2 10*2 ' 110%% © 110%®
6 15 20 15 6 1

1+—+

10° 7705 T10° T 1012 T 105 T 10t

Por tanto
(.1+0.1)" +6+15+20+15+6+1=
100 10° * 10° © 10° © 10'? '~ 105 © 10'8

105(1+E)5=10°(1+i+ = +£+ = + . )=
100 10° * 10°  10° 10%2 " 10'®  10%®
105+6(103)+15+£+—5+i+ = -

10° * 10° 10° 10%2

1000000 + 6000 + 15 +.02 + .000015 + .000000006 + .000000000001 =
1006015.020015006001

El dinero disponible en el banco a los seis meses es $1,006,015.02. Y si el due-
fio del capital decide retirar su dinero, el banco so6lo le devolvera $1,006,015.00.

. . . .y . . 01\6 .
Resumiendo, pudimos dar con precisién la expresion decimal de 10° (1 + E) , sin em-

bargo, dado el problema especifico que estamos resolviendo, las cifras decimales des-
pués de las centésimas fueron irrelevantes.

SUMEM=-UNAM | MODELACION, RESOLUCION DE PROBLEMAS Y DISENO DE ACTIVIDADES PARA LA CLASE DE MATEMATICAS
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2.5 Usando la Féormula del Binomio de Newton, se dard una “buena” aproximacién
como respuesta a (2.3.e).

Tiempo: 20 minutos.

1+—) ={1+—) =(1+—) =Y ——1¥i[—] =
( mo) ( mnn) ( mi) 2(24-;'}[;'! (m!-)

= adl L 241
{24—@)':’ 1{]3r 2 (24 — ! 1.[]3; -

241 1o 1, Lo L, 1
(24 - 0)10! 10%0 © (24— Y11 103 T (24 -2)120 103 T (24 - 313N 1K T (24 — 414! 103

24!+24!l+24!1+24!1+24!1
24100 0 23111108 0 22120 108 21131 10° 204! 1012

1 E 1 23(24) 1 22(23)24 1 21(22)23(24) 1
1

—+ + + + =
1 103 2 108 23) 10° 2(3)4 1012

24 i 23(12) 5 22(23)4 | 21(22)23 _ ! 24 276 2024 10626

1+ - =1+—+ - +
108 106 107 1012 103 ° 106 10 1012

( 0.1 )“M 24 276 2024 10626
T 100 T10° Tos T 10 T o2

mﬁ(l , 01 )”N mﬁ(l L2, 276 204 1(]626) -
100/ 10100 0 100 1012 )

. 2024 10626
10° 4+ 24(10%) + 276 + + -
103 108

1000000 4+ 24000 + 276 + 2.024 + 0.010626 = 1024278.034626.

El dinero disponible en el banco a lo largo de 2 afios es $1024278.03 . De hecho, si el
duefio del capital decide retirarlo, el banco le entregara $1024278.05.

SUMEM=-UNAM | MODELACION, RESOLUCION DE PROBLEMAS Y DISENO DE ACTIVIDADES PARA LA CLASE DE MATEMATICAS
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Actividad 3: Esta actividad tiene como objetivo reflexionar sobre si fue “buena” la
aproximacion dada en la actividad anterior.

Tiempo: 60 minutos.

Actividad 3 Tema Descripcion Tiempo estimado
en minutos
3.1 Teorema del 0 Cuestionario. En equipos de 20
Binomio tres alumnos.
0 Discusion. 20
3.2 Teorema del 0 Exposicion del profesor si es 20
Binomio que los alumnos no llegaron a la
conclusion.

3.1 Se les presentan a los alumnos el siguiente cuestionario, pidiéndoles que lo resuelvan
en equipos de tres alumnos.

Tiempo: 20 minutos.

SUMEM=-UNAM | MODELACION, RESOLUCION DE PROBLEMAS Y DISENO DE ACTIVIDADES PARA LA CLASE DE MATEMATICAS 14
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Cuestionario 3.1

(3.1.a) En el desarrollo ordenado del binomio (1 + b)**, ;cual es el coeficiente
mas grande?

(3.1.b) En el desarrollo ordenado de la expresion binomial (1 + b)**, ;cual es el
k—ésimo término?

24
(3.1.c) En el desarrollo ordenado de la expresion binomial (1 + %) , scual es el

k—ésimo término?

24
(3.1.d) En el desarrollo ordenado de la expresion binomial (1 + %) , scudl es el
sexto término?

(3.1.e) ;Qué digito aparece en el lugar de las milésimas en la expresion decimal

01 24
del sexto término, del desarrollo de 10° (1 + m)

(3.1.f) ;Qué digito aparece en el lugar de las milésimas, en la expresion decimal

del noveno término del desarrollo 10° (1 + %) ?

Para el alumno

SUMEM=-UNAM | MODELACION, RESOLUCION DE PROBLEMAS Y DISENO DE ACTIVIDADES PARA LA CLASE DE MATEMATICAS
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A la entrega del cuestionario, los alumnos deben resolver los ejercicios en el pizarrén
(debe esperarse que ellos respondan sin dificultad las primeras cinco preguntas).

Tiempo: 20 minutos
3.2 El profesor debe redactar la sexta respuesta.
Tiempo: 20 minutos.

Se sugiere lo siguiente:

Como el mayor coeficiente numérico en el desarrollo de (1 + b)** es Ci2 =2704156,

los otros coeficientes tienen a lo mds siete cifras.

N _ 0.1 \* 01y ek
El (£k+ 1) — ésimeo témino de | 1 + —— cs CL —_| ===
100 =\ 100 1)

0.1
El (k+ 1) — ésime término do 1{‘}"’( 1 + —) o8

ch _10°s, &,

(10°)

S 103k iR HEL 10342

Nbtese ademisque 5 <k <24 = 3(5-2] <3(k-2) =29 <3(k-2).

ck g
e Z es menor que 1 y su expresion

decimal tiene, al menos, cinco ceros consecutivos después del punto decimal, el alumno
/4 . 7 C .

al responder 3.1.d, se dara cuenta que si k = 5, el numero 103(2k4_2) tiene cuatro ceros

consecutivos después del punto decimal, por lo que la suma de estos términos es insig-

nificante, si pensamos que estamos hablando de dinero.

Y como C§ es un natural si k > 5, el nimero

Con base en lo anterior se concluye que la suma de los primeros cinco términos coin-
cidira con la suma total hasta las centésimas, puesto que la suma de los veinte (k +
1) - ésimos términos con 5 < k < 24 tiene ceros hasta las milésimas, y esto significa
que la suma de los cinco primeros términos es una buena aproximacion.

SUMEM=-UNAM | MODELACION, RESOLUCION DE PROBLEMAS Y DISENO DE ACTIVIDADES PARA LA CLASE DE MATEMATICAS
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Actividad 4: En esta actividad se presenta un proceso, el cual mas tarde nos condu-
cira hacia el namero e.

Tiempo: 150 minutos.

Actividad Tema Descripcion Tiempo
4 estimado
en minutos
4.1 Interés 0 Trabajo en equipos de tres. Cuestionario. 10
compuesto 0 Discusion. 05
0 Trabajo en equipos de tres. Cuestionario. 20
0 Discusion . 20
4.2 Interés 0 Cuestionarios individuales a casa (tres 60
compuesto cuestionarios).
Interés 0 Discusion sobre cuestionarios de examen a 20
4.3 compuesto casa.
0 Trabajo en equipos de tres. Un cuestionario. 10
0 Discusion. 5

4.1 Se les entregara el siguiente cuestionario para que lo resuelvan en equipos de tres
alumnos, pidiéndoles que se apoyen en la actividad anterior, pero dejando indicado el
resultado (binomio) sin desarrollarlo.

Tiempo: 10 minutos.

SUMEM=-UNAM | MODELACION, RESOLUCION DE PROBLEMAS Y DISENO DE ACTIVIDADES PARA LA CLASE DE MATEMATICAS 17
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Cuestionario 4.1.1

Banco BAL ofrece el 3% de interés compuesto anual. Supdén que tu inviertes $1,000.00 y
no retiras nada en el periodo que se pregunta.

(4.1.1.a) ;Qué intereses generaran los mil pesos al cabo de un afno?

(4.1.1.b) ;Cuanto dinero tendras en un ano?

(4.1.1.c) ;Cuanto dinero disponible tendras al cabo de dos anos?

(4.1.1.d) 3Cuanto dinero se habra acumulado al cabo de diez afios?

(4.1.1.f) ;Cuanto dinero disponible tendras al cabo de k afos?

Para el alumno
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Después de que los alumnos entreguen su cuestionario hacer una muy breve discusion
en la que se concluya que el ejercicio es similar al realizado al resolver el cuestionario
2.1. Se proyecta la solucion.

Tiempo: 5 minutos.

Se les pide a los alumnos que continten trabajando en el mismo equipo, y se les presenta
el siguiente cuestionario.

Tiempo: 20 minutos.
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Cuestionario 4.1.2.
Si el Banco BSEM ofrece el 3% de interés anual, pero te permite retirar tu capital
cada seis meses o reinvertirlo automaticamente junto con los intereses en caso

contrario. Supdn que inviertes $1,000.00

(4.1.2.a) ;Qué intereses generaran al cabo de seis meses?

(4.1.2.b) ;Cuanto dinero disponible habra a los seis meses?

(4.1.2.¢) Si no retiras ni un centavo, ;cuanto dinero tendras al cabo de un aio?

(4.1.2.d) Si no retiras nada en dos afios, jcuanto dinero se habra acumulado al
cabo de dos afios?

(4.1.2.e) Si no retiras nada, scuanto dinero tendras al cabo de k semestres?

Para el alumno
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A la entrega del cuestionario, se discute y los alumnos explicaran las respuestas en el
pizarrdn, desde luego el profesor debe supervisar. Al final se proyectan los resultados en
pantalla.

20 minutos

Se les pide a los alumnos que continten trabajando en equipo, y se les entrega el siguien-
te cuestionario.

Tiempo: 10 minutos.

SUMEM=-UNAM | MODELACION, RESOLUCION DE PROBLEMAS Y DISENO DE ACTIVIDADES PARA LA CLASE DE MATEMATICAS 21



UN NUMERO DE GRAN INTERES ROCIO VITE | ENP

Cuestionario 4.1.3
El Banco BME ofrece el 3% de interés anual, pero te da la opcion de retirar tu
capital cada mes o bien reinvertirlo automaticamente junto con los intereses si

ta decides no retirar nada. Supon que inviertes $1,000.00.

(4.1.3.a) ;Qué intereses generaran, esos mil pesos, al cabo de un mes?

(4.1.3.b) ;Cuanto dinero tendras disponible en un mes?

(4.1.3.c) Si no retiras ni un centavo, scuanto dinero disponible habra al cabo de
un ano?

(4.1.3.d) Si no retiras nada en dos afnos, scuanto dinero tendras al cabo de dos
anos?

(4.1.3.e) Si no retiras nada, j;cuanto dinero se habra acumulado al cabo de k
meses?

Para el alumno
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Se hace notar que el cuestionario 4.1.3 es similar al 4.1.2. Se proyectan las respuestas en
el pizarron.

Tiempo: 5 minutos.

4.2 Cuestionarios para casa. Para lograr el objetivo de la secuencia es necesario que haya
continuidad, para conectar una clase con otra es necesario que haya actividad en casa,
la manera ideal es generar el interés del alumno, pero... para garantizar que el alumno
continue pensando en el tema, es conveniente darle un fuerte peso al trabajo en casa.

Se les pide que: para la siguiente clase entreguen los cuestionarios y los procedimientos
(sies el caso) que hayan realizado para contestarlos.

Tiempo: 60 minutos.
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Cuestionario 4.2.1 (en casa)
El Banco BQI ofrece el 3% de interés anual, pero te permite retirar tu capital
cada quince dias o reinvertirlo automaticamente junto con los intereses en caso

de que no haya retiro. Supdén que inviertes $1,000.00.

(4.2.1.a) ;Qué intereses generaran en quince dias?

(4.2.1.b) ;Cuanto dinero disponible habra en quince dias?

(4.2.1.¢) Si no retiras ni un centavo, ;cuanto dinero tendras al cabo de un aio?

(4.2.1.d) Si no retiras nada en dos afios, ;cuanto dinero se habra acumulado al
cabo de dos afios?

(4.2.1.e) Si no retiras nada, ;cuanto dinero tendras al cabo de k quincenas?

Para el alumno
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Cuestionario 4.2.2. (casa)
El Banco BDI ofrece el 3% de interés anual, pero te permite retirar tu capital
o reinvertirlo automaticamente junto con los intereses cada dia. Supon que
inviertes $1,000.00.

(Recordemos la convencion: el afio bancario consta de 360 dias)

(4.2.2.a) 3Qué intereses generaran $1,000.00 en un dia?

(4.2.2.b) ;Cuanto dinero tendras disponible en un dia?

(4.2.2.¢) Si no retiras ni un centavo, ;cuanto dinero tendras al cabo de un aio?

(4.2.2.d) Si no retiras nada, ;cuanto dinero tendras al cabo de dos afnos?

(4.2.2.e) Si no retiras nada, jcuanto dinero se habra acumulado al cabo de k
dias?

Para el alumno
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Cuestionario 4.2.3 (en casa)
El Banco BHO ofrece el 3% de interés anual, pero te permite retirar tu capital

cada hora bien o reinvertirlo junto con los intereses, en forma automatica, cada
hora. Supon que inviertes $1,000.00.

(4.2.3.a) 3Qué intereses generaran $1,000.00 en una hora?

(4.2.3.b) ;Cuanto dinero disponible tendras en una hora?

(4.2.3.¢) Sino retiras ni un centavo, ;cuanto dinero se habra acumulado al cabo
de un afo?

(4.2.3.d) Si no retiras nada en dos aiios, scuanto dinero disponible tendras al
cabo de dos afios?

(4.2.3.e) Si no retiras nada, scuanto dinero tendras al cabo de k horas?

Para el alumno
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4.3 En la siguiente clase después de recibir los tres cuestionarios se discuten en clase.
Concluyendo que el ejercicio es similar al realizado con los tres cuestionarios vistos en
clase. Se proyectan los tres cuestionarios con sus respectivas respuestas.

Tiempo: 20 minutos.

Se les pide a los alumnos que contintien trabajando en equipo, y se les presenta el si-
guiente cuestionario, éste es necesario para retomar el proceso en el salon de clase.

Tiempo: 10 minutos.
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Cuestionario 4.3.1 (en el aula)

Si el Banco BMI ofrece el 3% de interés anual, pero te permite retirar tu capital o
reinvertirlo junto con los intereses cada minuto. Supon que ta inviertes $1,000.00

(4.3.1.a) 3Qué intereses generaran $1,000.00 al cabo de un minuto?

(4.3.1.b) ;Cuanto dinero disponible tendras en un minuto?

(4.3.1.c) Sino retiras ni un centavo, ;Cuanto dinero tendras al cabo de un ano?

(4.3.1.d) Si no retiras nada en dos afios, ;cuanto dinero se habra acumulado al
cabo de dos afios?

(4.3.1.e) Si no retiras nada, scuanto dinero tendras al cabo de k minutos?

Para el alumno
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A la entrega del cuestionario se proyecta éste con respuestas.

Tiempo: 5 minutos.
Actividad 5: En esta actividad se captura la informacion sobre el proceso presentado
en la actividad 4.

Tiempo: 45 minutos.

Esta actividad consta de tres etapas

Actividad Tema Descripcion Tiempo
5 estimado
en minutos
5.1 Interés 0 Tabla de captura e inferencia, segin los 10
compuesto datos obtenidos en la actividad 4.
5.2 Interés 0 La tabla de captura e inferencia anterior, 10
compuesto escrita de manera “conveniente”.
5.3 Interés 0 Dos tablas de captura de inferencia, y de 20
compuesto generalizacion.
5.4 Pregunta 0 Si el periodo permitido para reinvertir 03
es muy pequefio, ;el dinero invertido se
convertiria en una gran fortuna?
5.5 Pregunta 0 Si el dinero se reinvierte 02
instantaneamente, ;el inversionista
llegara a ser inmensamente rico?

5.1 Se presentara la siguiente tabla en el pizarrén y los alumnos pasaran a llenarla, de
acuerdo con los resultados obtenidos en la actividad 4.

Tiempo: 10 minutos.
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Tabla 5.1.1. Suponiendo que inviertes $1,000.00 en los bancos anteriores y no
retiras tu dinero antes de un afio (recuerda que el interés anual es del 3%) scuanto
dinero habras acumulado en un ano?

Tabla 5.1

Se reinvierte Dinero (en pesos)
acumulado en un afno

Se reinvierte cada aio.

Se reinvierte semestralmente.

Se reinvierte mensualmente.

Se reinvierte quincenalmente.

Se reinvierte diariamente.

Se reinvierte cada hora.

Se reinvierte cada minuto.

Se reinvierte cada segundo.

Se reinvierte cada n-ésima
fraccion de ano.

Se reinvierte instantaneamente.

Para el alumno
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5.2 Se reescribe tabla 5.1. de manera “conveniente’, en el pizarron, como se ilustra a

continuacion.

Tiempo: 10 minutos.

Tabla 5.2 (Escrita por el profesor)

Dinero (en pesos)
acumulado en un afio

Dinero (en pesos) acumulado
en un afio (escrito

convenientemente)
Se reinvierte cada afio.
Se reinvierte semestralmente.
Se reinvierte mensualmente. 1 3 2 1200 ] TOO
1000 (1 + ——) 3
12100 L0001 1 1
+ 1200

Se reinvierte quincenalmente

Se reinvierte diariamente.

13 \360
1000<1+ﬁm)

3
3600017100

3
1
1000 <1 + 36000
3

Se reinvierte cada hora.

Se reinvierte cada minuto.

Se reinvierte cada segundo.

Se reinvierte cada
n-ésima fraccion de afio.

1000 (1 + li)n

n 100

3
100m 7490

3

1000 (1 + o0
3

Se reinvierte
instantaneamente.

Dejar abierta la pregunta
si los alumnos no la han
contestado todavia.

Dejar abierta la pregunta si los
alumnos no la han contestado
todavia.

5.3 Se proyectan las siguientes tablas y se les pide a los alumnos que las completen en el
pizarrdén blanco (donde se proyectd la tabla vacia) de acuerdo con la tabla 5.2.

Tiempo: 20 minutos.
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Tabla 5.3.1

Tabla 5.3.1 Suponiendo que inviertes un capital de C pesos en los bancos
anteriores (supon ahora que el interés anual es del r %) ;cuanto dinero tendras
en cada banco en un afo?

Se reinvierte

Dinero (en pesos)
acumulado en un afo

Se reinvierte cada aio.

Se reinvierte semestralmente.

Se reinvierte mensualmente.

Se reinvierte quincenalmente

Se reinvierte diariamente.

36000 ],49

Cc (1 +ﬁ)

Se reinvierte cada hora.

Se reinvierte cada minuto.

Se reinvierte cada segundo.

Se reinvierte cada
n-ésima fraccion de ano.

r
100n4100

* Toon

Se reinvierte instantaneamente.

Para el alumno
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Tabla 5.3.2 Suponiendo que inviertes un capital de C pesos enlos bancos anteriores
(supon ahora que el interés anual es del r %) scuanto dinero tendras en el periodo
de tiempo indicado?

Tabla 5.3.2

Dinero (en pesos)
acumulado en k periodos de tiempo

Dinero acumulado en k afos, si se
reinvierte cada afo.

Dinero acumulado en k semestres, si se
reinvierte semestralmente.

Dinero acumulado en k meses, si se
reinvierte mensualmente.

Dinero acumulado en k quincenas, si se
reinvierte quincenalmente.

Dinero acumulado en k dias, si se
reinvierte diariamente.

Dinero acumulado en k horas, si se
reinvierte cada hora.

Dinero acumulado en k minutos, si se
reinvierte cada minuto.

Dinero acumulado en k segundos, si se
reinvierte cada segundo.

Dinero acumulado en k n-ésimas
fracciones de ano, si se reinvierte cada
n-ésima fraccion de afio.

Para el alumno
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El grupo y el profesor supervisaran lo escrito y se haran las correcciones pertinentes. Se
proyectaran las tablas llenas en el pizarrén blanco.

20 minutos.

5.4 Pregunta: Si el periodo permitido para reinvertir es muy pequeno. ;el dinero inver-
tido se convertiria en una gran fortuna?
Silos alumnos no dan la respuesta, dejar abierta la pregunta.

Tiempo: 03 minutos.

5.5 Pregunta: ;Si el dinero se reinvierte instantdneamente el inversionista llegara a ser
inmensamente rico?
Silos alumnos no dan la respuesta, dejar abierta la pregunta.

Tiempo: 02 minutos.
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Actividad 6: En esta actividad se analiza la informacion capturada en las tablas
anteriores. Se hara un analisis grafico.

Tiempo: 30 minutos.

Actividad Temas Descripcion Tiempo estimado
6 en minutos
6.1 Interés ¢ Se hace notar, en la tabla 5.2 la 5
Compuesto expresion de la forma
Sucesion 100n
3
1
(1 + m)
3
6.2 Sucesién 0 Se grafica con GeoGebra la sucesion 20
100n
3
1
(1 + 1001’1)
3
n
6.3 Respuesta a las | ¢ Con base en el analisis 6.2 05
preguntas 5.4y
5.5

6.1 Es importante hacer la siguiente:

3
100n | 100

1
. L+ oor 3
OBSERVACION:En la expresion [ R el exponente _1{}{] es constante,

100n

3
. 1 e
mientras que la base (1 - m) varia.
3

Tiempo: 5 minutos.
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6.2 Para ver como se da esta variacion se sugiere usar el software GeoGebra.

100n
3

. 1 / . .
Para analizar los valores (1 + 1w | >apoyandonos en un deslizador y la herramienta
3

3

100m
3
rastro, podemos ver la imagen de la sucesién {(1 + @) }

n

. S o T T e

|| drohiss Bdts vists Apsrireiss Opriasss Heramississ Weniane Ayeis

E L P pes L] B r‘. an Bl e ) Eligs y Musvs: Smarina o sslecsiona osjsios [Eac) r-
[ ST gl GedncE = |
Cipjeirey Liops Lot ERE

4 1= F] OPEOEET0E L

Dl ik Cdprdfcianias
W MEI1 ST

a =0 RO RO, F. 7S il
" = S AT
L]

- mimm

i l \

3 i

|| Ereda £l |

Se recomienda un acercamiento de pantalla, y también un deslizador amplio, (pues si
es pequefio al deslizar n con el dedo, el punto e inmediatamente sube (estd muy cerca
del limite).

En esta imagen (y en el archivo) ie = (0,e ). El cambio de los valores numéricos e, lo
podemos ver en la vista algebraica usando la herramienta y(ie ).

Observamos en GeoGebra que los valores de la sucesién se aproximan a un nimero
parecido a 2.71821387453362.

100n

Es decir, podemos pensar que (1 + @) converge, y converge a un valor parecido
al numero 2.71821387453362. n

Tiempo: 20 minutos.
6.3 Dar respuesta a las preguntas 5.4 y 5.5. Con base en el anterior resultado.

Tiempo: 05 minutos.
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Actividad 7: Se continua con analisis grafico.

Tiempo: 25 minutos.

Actividad
7

Temas

Descripcion

Tiempo estimado
en minutos

7.1 Sucesion

0 Se observaran las imagenes,
tanto numeérica como
geométricamente, de
sucesiones de la forma,

100n
1 T
(1 + 100n )
T

un r por cada cada equipo de
computo.

n

¢ Conjeturar, que para
cualquier numero positivo 7,
el valor del limite es el mismo.

¢ Presentaciéon del numero e,
como el limite de Ilas
sucesiones anteriores.

10

10

7.1 En la actividad anterior trabajamos con el caso particular en donde el interés era el 3%.

Se les pide a los alumnos que ahora cada uno de ellos analice con GeoGebra una sucesién

100n
T

del tipo (1 + @)

pero con un interés distinto.
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Por ejemplo, si el interés es del 11%, habra que analizar la sucesién:

100n
11
1 1
+ J—
100n
11
n
ﬁinuuuu:LEiﬁutdhiJ!IIlIIIl!IllIIlIIIIIIIIIIlll..l.'lllIIIIllIlIIIIIlIllIIIIIIIIIIIIIIIEE;i;iiEiir
| drchiss Edin Vidy dparencis Cpoiotes Hemametiss Yenisng syadn :
ot e B (ST A0 0 i e 4| Elgey Musve: Amara o asleccions objstoe [Bac| by
|Wiula Algatraica Syt Grifes Tk |
Cinpdnes Liees HuElE Th
4 1s PO EEOEEIN S -
D= pilens Dugrarciardas e
| = ETIE R 1B 27
& b = OB R, 3 T R )
ifid f = E02.30 0082003 50x]
-
a2
=T
Inm
% 10k
2708 ; v T3
2 1
e, =11+
2o Il 100mn
7 LY 11 ¢
3 |
Errmis: m

Tiempo: 10 minutos.

Conjetura: Después de observar el comportamiento de las imagenes de todos los alum-
nos inferir que el imite no depende el porcentaje elegido.

100n

.
Es decir, si 7> 0, todas las sucesiones (1 + @) convergen al mismo valor.

r

n

Tiempo: 10 minutos

A dicho valor lo representamos con la letra e. Es decir, si 7> 0 entonces

100n

n—->oo

lim (1 + ﬁ) =e, Numero de Euler.

r

Tiempo: 5 minutos.
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Actividad 8: En esta actividad se pretende presentar otras formas (otros limites) de
expresar al nimero . e.

Tiempo: 75 minutos.

Actividad Temas Descripcion Tiempo estimado
8 en minutos
8.1 Sucesion 0 Cuestionario en equipos de tres 10
alumnos.
0 Escritura en el pizarrén de las 10
respuestas.
8.2 Funcion 0 Graficar con GeoGebra la funcion 05
1 X
fx) = (1 + ;)
8.3 Funcion 0 Relacién entre la funcién 20
X
flx) = (1 + i) y la sucesion
Sucesion
100n
3
8.4 Funcion 0 Cuestionario, trabajando en 10
equipos de tres alumnos.
0 Discusion. 10
8.5 Funcién 0 Trazar la grafica de f en el
pizarron. 10

8.1. Se forman equipos de tres alumnos y se les entrega el cuestionario siguiente.

Tiempo: 10 minutos.
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Cuestionario 8.1

(8.1.a) ;Qué forma tienen los valores

100n 100mn 100n 100n
3 1] 20 15
1 1 1 1
(1 + Iﬂﬂn) L] (1 + 100?1) L (1 + 100?1) y (1 + 100?1) ?
3 11 20 15

Es decir, ;hay una expresion algebraica que represente a todos estos valores?

(8.1.b) Completa la expresion lim % =
n—-oo
(8.1.c) Si r > 0, completa la expresion lim 10r0n =
n—-oo

(8.1.d) ;Qué relacion hay entre los siguientes limites?

100n

- ! T P
Lim | 1+ Toon xtj’g( +—)
r

Para el alumno
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Después de entregar el cuestionario, los alumnos lo resolveran en el pizarron.

10 minutos.

8.2 Pedir a los alumnos que con el software GeoGebra, tracen la grafica de la funcién

f@=(1+%)"

o e o e T
e
AT LN WELE IR Elp:l:r-:u-'_l'- WML el l
I. w 11 .l| w ok ' 'h.-dl = Mgk y Wi I
: O Rl 7 0 10 [l |28 NN (20| R iR ")
i_ Ler W v oara |
-
'E i
I .-I
o flx) =114 -
1 1L- ¥
A
in
|
1 [ |
[ ] i | o -l | ] [ -] -] - L -] & e 1* -]
L g -} X m
B E T | f—

Tiempo: 5 minutos.
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8.3 Pedir a los alumnos que con el software GeoGebra, dibujen en el mismo plano las
graficas de:

100n

. 1\* . 1
La funcién f(x) = (1 + ;) y de la sucesion | 1 + gon

BT et i Mo, Ak
| RS ME VELE SRS O O SETEENH YRR ST |

|

| ol 0% Mt =0l 2. Il e ] e

! L L v | Lt :'..'.l - |...-.'.'J.;~"‘\-C .{I:_I'-.T SR 0 b AROR D D 0080 ff
LE%-

! £ L~

La grifica de la funcian | fieneun punts por cada ndmeno real em (—oo, — 1) 0 (1, o),
mraEnTas que lagrifica die |a SUDesion SA10 Thine Un PURTO DOT Choa NlEeD NaTural.

n=1a

=L

- — — E

Se recomienda crear un deslizador, para generar la grafica de la sucesion.

Tiempo: 20 minutos.

8.4 Resolver, en equipos de tres alumnos, el siguiente cuestionario.

Tiempo: 10 minutos.
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Cuestionario 8.4

(8.4.a) ;Cual es el dominio natural de f?

100n

3
(8.4.b) ;Qué relacion hay entre f'y <1 + %)

3

~

(8.4.c) ;Qué relacion hay entre f'y {(1 + i)n} ?
n

n
(8.4.d) Completa la expresion lim (1 + %) =

n—-oo

1
(8.4.¢) Completa la expresion lim(1 + x)x =
x—0

Para el alumno
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Después de la entrega del cuestionario se generara una lluvia de ideas en el grupo para
revisar las respuestas del mismo.

Tiempo: 20 minutos.

8.5 EL profesor debe dibujar la grafica de f en el pizarron porque el software no refleja
el comportamiento cerca del origen. Esto lo descubriran después de que hayan reflexo-
nado sobre cudl es el dominio natural de f.

Tiempo: 10 minutos.

Actividad 9: La finalidad de esta actividad es dar otra representacion de e (como
otro limite)

Tiempo: 45 minutos.

Actividad 9 Temas Descripcion Tiempo estimado
en minutos
9.1 Funcién ¢ Graficar con GeoGebra la funciéon 05

g = A+

9.2 Funcién 0 Preguntar a los alumnos cudl es el 10
maximo dominio de definicion para g.

0 Dibujar la grafica de g en el pizarron. 20

9.3 Limite 0 Discusidn sobre la tltima pregunta del 10

cuestionario anterior.

9.1 Pedir a los alumnos que con el software GeoGebra dibujen la grafica de la funcién
1
gx) =1+ x)x.

Tiempo: 05 minutos.
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9.2 Generar una lluvia de ideas determinar el maximo dominio de definicion para g.

Tiempo: 10 minutos

Dibujar la grafica en el pizarrén porque el software no refleja el comportamiento de la
funcion cerca del cero.

Eresemme s WA I T WA S
B R O G e D — 3
|LEer
. . 1
gx) = (1+x)x
I . i T [} - u 'k = ] ] 1] - - - @
w0
L] 1]

9.3 Ratificar o rectificar la respuesta dada a la pregunta 8.4.e.

e TR TR ]

el Bl el Aripbbewl Tl Hebs bl e b berds

O I B () .':'!."' -'..""\' vt || | T 2]
L P 2o |’ WS 03 )220 E -t\tr o L MR RO S e -

L bl (| [ S b e

P 1
(14+x)x

! g (x)

By )

SUMEM=-UNAM | MODELACION, RESOLUCION DE PROBLEMAS Y DISENO DE ACTIVIDADES PARA LA CLASE DE MATEMATICAS

45



UN NUMERO DE GRAN INTERES ROCIO VITE | ENP

La recomendacion es crear un deslizador, muy ancho (mil unidades) en donde varie la
abscisa; como nos interesa el limite g de cuando x tiende a cero, conviene que x varie
entre un millonésimo y un medio.

Tiempo: 20 minutos.
Actividad 10: El propdsito de esta actividad es expresar a e como una serie.

Tiempo: 50 minutos.

Actividad Temas Descripcion Tiempo estimado
10 en minutos
10.1 Sucesiones 0 ;Enverdade < 37?
Series 30
10.2 Sucesiones ¢ Analisis numeérico con GeoGebra de
Series la serie: 20
Progresiones n
geomeétricas 1
i!
i=0

10.1 El profesor motivara esta sesion con la pregunta ;e < 37?7 En las actividades
6.2,7.1y 9.3 GeoGebra nos permite conjeturar que la sucesion

(1+3)

converge a un nimero menor que 3. ; Podria ocurrir que el software no fuese lo suficien-
temente preciso? ;Podria la sucesion converger a 3.1?

n

n

El profesor presentara a los alumnos el siguiente argumento de que e < 3.

30 minutos.
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Argumento de que e < 3:

Supongamos que ne N yn = 2.

(1+3) =;C?1“‘i(%)1=;m-n—i>m$=
Z( nz!)'nl i Z (n—t)'n1 T

. zn:(n—i)!(n—i+1)(n—i+2)...(n—i+i—1)(n—i+i) 1
+ (n—i)nt it

C-i+Dn-i+2)...a-Dn 1l _

nt il

i=1

n—i4+1l n—i+2 n—1n 1
1+2:

_ n Ton o on i
i=1

1+zn—(1—1)n—(1—2) n—1n1

n o il

SN0 (Y

1 1 1 1 1 1
Ttttz it Tt L T1@3@ L —Dn
1 1 1 1 1 1

I Ty R TC) YRR Ty VIC) N P S TC) VI () B Py i
1 1 1 1 1 1

R R O R T PR o) PTo) N ) R o) PT ) B ) T
1 01 1 1 1 1 =1

gtatatat taatea- 1t L5

resumiendo tenemos:
n

n n-—1
1 1 1
1+—) SZ_S].‘FZ— P ((Z)
n £ ! A A
i=0
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Analicemos la suma

n-1

1

Sn — 1 + ZE
i=0

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
25n=2+2+ﬁ+2_1+2_2+.'.+ﬁ+2n'2 =
Restando miembro a miembro tenemos:
1 1 1 1 1 1
Sn=1+2_0+§+2_2+?+- .. + 2n—2+2n—1
\1\1\ 1\ \ 1 \ 1
25n=2+2+2—0+§+§+... + 2n—3+ on=2
S, =3 ——
211—1
lim S, =3
o bien
n-11
i=0
Y como

1\" 1 1\" <1
(1+—) < 1+ E — lim(1+—) =e y lim |1+ —]1=3
n — 2t n—oo n n—-oo £ 21

1=

entonces e <3 .
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10.2 La actividad anterior no fue meramente un afan desmedido de rigor para argu-
mentar que e < 3, la actividad 10.1 nos dio pie para hablar de la serie:

(e 0]

1

il
i=0

Podremos plantear a los alumnos que ya que esta serie aparecio, valdria la pena echar un
vistazo con GeoGebra para ver como se comporta.

Recomendacion: Podemos usar GeoGebra para ver como varian las sumas parciales de

esta serie. Podemos crear una lista de 20 elementos de la sucesién {%}, crear un desli-
A

zador de naturales (i corriendo de 1 a 20), y con la herramienta (sumar lista, primeros

n términos), podemos observar como varian las primeras sumas parciales de la serie.

Gaemept 5 o TR WEeeeee - TR S - T
Archivo Edila Vista Apariencias Opciones Hemamienlas Ventana Ayuda

WL B RS | e 3 | Elige y Miuewe: Armasina o sedecciona objedos (Esc) =
Vista Griflea “™"|Vista Algebeoica o
Oijatan Librasg
A = {11050, 100660600 000000T . 0.0 L GGG GHE60T, 0.008333333333333, 0,001 36808050
g =3
a; Oijetas Dapendienles
. 8 = LT18ZE81 825459040
- a=a
Aa=11 |
L ],
; L
=20
Entrada [Ay1sda de Entradal

Conjeturar que:

n [ee)

. 1 . 1

lim - =e es decir - =e
! i!

i=0 i=0

Tiempo: 20 minutos
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Actividad 11: Resumen

Tiempo: 10 minutos.

Actividad 11 Temas Descripcion Tiempo estimado
en minutos
11.1 Sucesion ¢ Resumen 10
Funciéon
Limites
Series

11.1 Presentar el siguiente resumen:

e el numero de Euler

lim(1+1—11)n=e 0 (1+l)n—>e

n—-oo

X

1
lim (1 + —) =e
xX—>00 x

1
lim(1+x)x=e

x—0
COo
1
— =¢€
i!
i=0
e~2.7182
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Actividad 12: El objetivo de esta actividad es cerrar la secuencia, de tal manera que
en forma relajada se comenten algunas aplicaciones en las que surja el numero e,
con lo cual se reafirme la importancia del nimero e, y se vislumbren nuevas areas de
estudio relacionadas con este numero.

Tiempo: 540 minutos.

Actividad 12 Temas Descripciéon Tiempo estimado
en minutos
12.1 Proponer un trabajo de 0 Investigacidn. 120 minutos

investigacién sobre una
aplicacién del nimero e
(algin fenémeno natural,
social o artistico en donde
aparezca el nimero e) .

12.2 Aplicacién del namero e 0 Investigacion. 300 minutos
0 Reporte.

12.3 Aplicacién del numero e 0 Exposicion de 120 minutos
reporte.

12.1 El profesor con una semana de anticipaciéon organizara equipos de cuatro o cinco
alumnos (maximo 15 equipos).

Y les pedira que investiguen y propongan como proyecto de investigacion fuera del
aula, dos sucesos que hagan referencia al numero e, esto es, dos fendmenos naturales,
sociales o artisticos en los cuales surja el numero e. El reporte se entregara el dia
siguiente, por escrito en linea, el cual contendra basicamente dos renglones.

El profesor seleccionara un maximo de temas como equipos haya.

En la clase siguiente el profesor asignara un tema por equipo evitando, que haya temas
repetidos. Cada equipo tendria como tema uno de los que propuso originalmente, a
menos que sus temas los hayan propuesto varios equipos, en ese caso la asignacién se
hara segun el criterio del profesor.
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El profesor informard que en una semana los equipos deberan entregar un re-
porte, en el cual se plantee una breve descripcién del tema asignado. El re-
porte, en si, se hard en un minimo media cuartilla y maximo de una, adicio-
nalmente deberd: incluir fuentes; sera enviado a cada uno de los alumnos del
curso, y se debera exponer ante el grupo, en un maximo de cinco minutos.

Tiempo: 120 minutos.

12.2 Los alumnos tendran una semana para investigar y elaborar su reporte.
Tiempo: 300 minutos

12.3 Los equipos expondran a manera de charla de divulgacion su investigacion. Para
cerrar la secuencia, el profesor hara incapié en la importancia del nimero e. Y sefalara
posibles lineas de estudio de éste, diferentes a las estudiadas en esta secuencia. El Profe-
sor dedicara un espacio para hablar de las contribuciones de Euler y Napier en relacion
al numero e.

Tiempo: 120 minutos
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RECOMENDACIONES Y NOTAS PARA EL PROFESOR

Redaccion. Es importante que el profesor escriba las soluciones para guiar los ejerci-
cios posteriores. Debemos tener presente que la finalidad de la secuencia es presen-
tar al niumero ¢, no es resolver problemas de interés compuesto. Los problemas de
interés simple y compuesto fueron un detonador. Quiero hacer especial referencia al
segundo cuestionario, los alumnos de sexto afio son capaces de contestar las primeras
cuatro preguntas, de éste, de una manera sencilla usando decimales y no fracciones,
sin embargo, dicha escritura no facilita el descubrimiento de patrones que nos con-
duzcan a la generalizacidn, la cual es fundamental para el logro de nuestro objetivo.
El lenguaje es una herramienta importante para la construccién del conocimiento.

Alumnos. En el programa de matemadticas V, de la ENP, se estudian funciones exponen-
ciales, a pesar de ello, no recomiendo que esta secuencia se presente en tal curso porque
involucra temas como limites y sucesiones, temas que no se estudian en dicho curso.

En el programa de matematicas VI (area2), se estudian funciones, limites y sucesiones. No
obstante, norecomiendo presentarloalosalumnosdeldrea2 (quimico-biologicas). El pro-
fesor podria elegiralgunasactividadesal trabajar enla Unidad 1 Conceptos esenciales de las
funciones obien paralaUnidad 2 Limites de una funcién para analizar su comportamiento.

En el caso de alumnos de sexto de area 3 (econdémico administrativas), el profesor podria
seleccionar algunas actividades que se ajusten al programa, por ejemplo, en la unidad I,
Introduccion a modelos socioecondémicos a través de progresiones y series.

Considero que el estudiante idoneo a quien estaria dirigida esta secuencia es aquel que
cursa simultaneamente los cursos de Matematicas VI, area 1 (fisico-matematicas) y Te-
mas Selectos de Matematicas, y desde luego en un momento en el cual ya haya estudiado
los temas de Combinatoria, Induccion, Férmula del Binomio de Newton con exponentes
naturales, Funciones y Limites, Sucesiones y Series.

Una alternativa para alumnos del area 1 que cursan Calculo, pero no Temas Selectos
de Matematicas podria ser: llevar a cabo la secuencia, sin las actividades en las que se
desarrolla el Binomio, concretamente eliminar las actividades 1, 2, 3 y 10. Es decir la
secuencia empezaria en la actividad 4 y constaria de siete actividades.

Esta secuencia también podria presentarse a alumnos que cursan los primeros semestres
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en alguna de las carreras de las areas fisico-matematicas.

Tiempo. Con respecto a los tiempos estimados en las actividades, el profesor debe tener
presente que el punto central de la secuencia es el alumno, es éste quien realmente mar-
cara los tiempos, aunque desde luego sabemos que estamos sujetos a tiempos escolares
(procuraremos estirar la cuerda que nos sujeta a éstos). Y en caso extremo suprimir acti-
vidades. Considero que las actividades 3, 4, 5, 6, 7, y 8 son las principales con respecto al
proposito de la secuencia, asi que en caso extremo la secuencia podria limitarse a éstas.

Una alternativa para resolver los problemas de tiempo, es presentar la secuencia en un
taller, extracurricular.

Por otra parte, si el profesor considera que el proceso presentado en la actividad 3 (los
cuestionarios con diferente periodo para reinversiéon) es muy largo, puede presentar un
desarrollo mas corto en funcién del tiempo disponible y de los alumnos con los que esté
trabajando. Por ejemplo, reinversion anual, semestral, mensual, quincenal, y a partir de
éstas inferir y registrar en la tabla reinversion diaria, por hora, por minuto, por segundo,
por n-ésima fraccion de afio.

ll. SUGERENCIAS PARA LA EVALUACION

Trabajo en el aula 60%.

Los aspectos a considerar son: Actitud, orden, limpieza fisica, limpieza estructural, pre-
cision 'y completitud.

Se le debe dar a conocer antes de iniciar la secuencia que ésta equivaldra a un examen
parcial.

Cada sesion el alumno debe armar un expediente con hojas foliadas, en las hojas folia-
das estaran los procedimientos realizados para dar respuesta a cada pregunta. El folio
es el nimero de pregunta, y numero de hoja para dicha pregunta. Ejemplo: pregunta
(2.1) hoja 1 de 2. Los alumnos con su celular o tableta fotografiaran los cuestionarios
y hojas de trabajo, de tal manera que, después de entregarlos fisicamente, ellos tengan
acceso a las preguntas y puedan completar sus hojas de trabajo en casa (enunciados).
Los desarrollos aritméticos algebraicos y respuestas dadas por el alumno deberan ser
manuscritos.

Por cada actividad creardn una carpeta electrénica con los expedientes de cada sesion,
asi como los archivos hechos en GeoGebra. En un maletin electrénico guardaran las
once carpetas.

El maletin electrdnico se entregara al finalizar la secuencia.

El profesor paralelamente creara el maletin fisico.
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El profesor debe tomar en cuenta el trabajo realizado por el alumno:

o Actitud: Disposicidn para trabajar y colaborar.

e Orden: Orden en que presenta su trabajo.

o Limpieza fisica: El profesor debe tener amplio criterio, por ejemplo, considerar
diametralmente opuestos: “varios tachones” y “una mancha de dulce”. Recordemos
que es trabajo en el aula y el alumno esta haciendo y refutando conjeturas.

« Limpieza estructural: Un trabajo limpio estructuralmente es aquel que tiene or-
den y coherencia.

o Precision: En determinados cuestionarios el profesor debe revisar la precision de
las respuestas, por ejemplo, en (4.3.1), o en ejercicios clasicos como: “Determinar
el sexto término en el desarrollo del (1 +b)**” (2.1.a) pero no en (2.1.f).

o Completitud: Cada trabajo no entregado se evaluara con cero puntos en los ru-
bros anteriores. Cada inasistencia redundara en cero puntos en las actividades del
correspondiente dia.

Participacion 10%.

Debe registrarse cada participacion del alumno tanto la verbal como la escrita en el
pizarron. El profesor debe procurar la particion de todos los alumnos que deseen parti-
cipar. Y también promover la participacion de aquellos que no quieran participar.

Participacion destacada 10%.
La participacion sobresaliente debe registrarse por separado y considerase como pun-
tuacion extra.

Cuestionarios a casa 24%,
En este caso deben tomarse en cuenta orden, limpieza fisica, limpieza estructural y pre-
cision.

Maletin electronico 6%
El objetivo del maletin es que el alumno integre su trabajo y pueda recurrir a éste cuan-
do lo necesite. Pero el trabajo sera esencialmente el realizado en clase.
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APENDICE

Este apartado, esta dirigido al profesor, no a los alumnos de bachillerato. Y aqui se de-

muestra que dos de las expresiones mas famosas para e, son iguales, concretamente se

mostrara que:
n

1
lim (1 + —)
mn— oo n

=0
Lema 1.
V n,meN, si n > m entonces
i—2 1y 1
(1+ ) >1+Z(1-_) (1- ) ... (1-_) l
n n/ il
Demostracion
Seanm,neN. n>m.
1 n n i n
1+_) =Zc.n1n—t(_) Z Z s
( n Lyt (n— )’t‘ ni
i=0 i=0
m m
Z( L)'l' ni z(n—z)‘ nii Z(n—l)' nt i
i=0 i=0

. i(n—i)!(n—i+1)(n—i+2). —iti-Dh-i+1
+ (n—1i)! nt i

- n—i+Dn-i+2)... n—i+i—-Dn—-i+1i 1
nt L'

i=1

n—i+1l n—i+2 n—i+i—1n—-i+il
1+Z

n o n n i!
i=1

mn—(i—l) n—_(0(-2) n—-1n1
"3 1
= n n n n il

L5 (-5 -9

Concluimos que: Ym,neN, si m <n entonces

(1+2) >1+Z(l-¥) (-0 ()
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Lema 2. { (1 + %)n } es creciente.

n

Demostracion:
Sean m,ne€ N talesque m <n.

Por lema 1 tenemos:

(1+ ) >1+z(1—l_1) (1—':;2) S (1—%)3—, =>
(1+ ) >1+z(1—'—) (1—':;2) S (1—%):—!>
1y (-0 (-5 - ()4

i=1

mm—(i—l)m—(i—Z) m—-—1m 1
14y oomoimi
m m m il
m
1_I_Zm—i+1 m—i+ 2 m—i+i—1 m—i+il
m m m i

S (m—i+D)m=—i+2).. (m—iti—Dm—i+i)1
1+Z mi E=

3

m-Dm-i+1)(m-i+2)...(m=-i+i—1Dm—-i+1i) 1
(m—=i)!m! i

i=1

i=1

i

Z( —1)'11m‘ ZCl lml( )=(1+%)m

i=0
Por tanto (1 + %)n > (1 + %)m o bien (1 + i)m < (1 + %)n

Por tanto { (1 + %)n } es creciente.

n
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Lema 3.

n-—1
[1 +Z i} es creciente.
n

i=0

N||_\

Demostracion.

SeaneN

Puesto que zin >0,

n-—1 n-—1 n
1 1 1 1
1+ §<1+ §+2—n=1+Z§
i=0 i=0 i=0
por tanto
n-—1 n
1 1
VneN, 1+ o <1+ Z o
i=0 i=0
Lema 4.

n-1
VneN, 1+Z —<3
i=0

Demostracion:

En la actividad 10 se mostrd que

n-1
1 1
1+Z ;: 3—271_1
i=0

1
2n-1

Y desde luego 3 —

< 3, por tanto se cumple lo deseado.
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UN NUMERO DE GRAN INTERES

ROCIO VITE | ENP

n
Lema 5. { (1 + 71:) } estd acotada superiormente por 3.

n

Demostracion:
En la actividad 10 se mostr6 que

n

1
VneN, (1 + —)
n
y por el lema anterior
n-1
1
1+ Z 2 <3
i=0

Por tanto (1 + ::)n <3.

Teorema 1. { (1 + %)n } es convergente.

n

Demostracion.

n
Porlos lemas 2y 5, { (1 + :—l) } es creciente y acotada superiormente respectivamente,

n

luego { (l +%)n } es convergente.

n

n
Notacion: Como el limite lim (1 + —) existe, es decir es un numero real, lo
n

mn—oo

denotaremos por e. Es decir:

e =:lim (1 + :—l)n o bien (1 + %)n - e

n—o00
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UN NUMERO DE GRAN INTERES ROCIO VITE | ENP

Lema 6.

n
1
[Z ;} es creciente.
i!

i=0 n

Demostracion.

.1 , .
Para todo natural i, > 0, asique,si neN,
L:

n n n+1
SiehiatyS
i! (a il (n+1)! i!
i=0 i=0 =0
por tanto
n n+1l
1 1
VneN, - < -
i! i!
i=0 i=0
Lema 7.
n
1 ’ .
Z m esta acotada superiormente.
i!
i=0 n
Demostracion.

En la actividad 10 se mostro que

n n-—1
1 1
VneN, Z,— < 1+Z—
i! 2t

i=0 i=0
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UN NUMERO DE GRAN INTERES

ROCIO VITE | ENP

Teorema 2.

n

1
Z —' es convergente.
[
i=0 n
Demostracion:

El lema 6 nos dice que esta sucesion es creciente y el lema anterior que estd acotada

superiormente, concluimos entonces que es convergente. Llamemos E al limite de esta
sucesion. Es decir:

=1 1
E=:limz — 0 bien Ez:z —
n-oo i! !

i=0 '

[o.0]
=0

o~

Lema 8. e <E.
Demostracion

En la actividad 10 se mostré que

n" w1 o1

VneN, (1+—) sz,—s 1+Z—.
n _01! e 21

= 1=

Y ya vimos que las correspondientes sucesiones convergen, por monotonia
concluimos que:

1\" =1
lim (1+—) < lim Z_—
mn—coo n mn—co l!

i=0

es decir, e < E.
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UN NUMERO DE GRAN INTERES

ROCIO VITE | ENP

Lemad. E <e.
Demostracion

Sea meN.
SeaneN, n>m.

Por el lema 1 sabemos que:

1\" ¢ i—1 i—2
(1+—) >1+Z(1— )(1—
n vy n n

Ademas

1 n
lim (1 + —) =e
7n—00 n

y

lim

n—>00

Y (-5 (-5

i=1

Por tanto

m

|

e =
!

~.

i=0

S

Como m era un natural elegido arbitrariamente en N, concluimos que:

m
1
vYmeN, e > m
i!
i=0
Y como
m
. 1
lim —=F
m-o i!
i=0

entonces e = E.
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ROCIO VITE | ENP

UN NUMERO DE GRAN INTERES

Teorema 3.

1\" 1
lim (1 + —) = -
n—co n il

i=0

Demostracion:
De los lemas 8 y 9 se sigue que e = E, esto es:

1\" 1
lim (1 + —) = lim —
n—co n n—oo é l!

=0

es decir

_ 1\ w1
lim (1+—) =Z,—
n—-co n il

i=0

Corolario.
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